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O presente tutorial visa cobrir os lundamentos do eletromagnetismo, de forma condensada e clara. 
Alguns exercfcios resolvidos e propostos foram inclui'dos. Assume-se conhecimento de eletricidade 
basica, derivadas parciais e integrais multiplas. 
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CONCEITOS E DEFINigOES 
PRELIMINARES 



A. Carga eletrica 

No sistema internacional de unidades (SI)^, adotado no 
presente tutorial, utiliza-se o metro [m] como unidade de 
comprimento, o kilograma [kg] como unidade de massa, 
e o segundo [s] como unidade de tempo. Para o eletro- 
magnetismo, e necessario mais uma unidade basica de 
medida - para a carga eletrica. Esta unidade e deno- 
minada coulomb [C]. 



O coulomb e a carga que, quando colocada no 
vacuo, a 1 m de uma carga igual, repele-a com uma 
forga de 8, 9874 x lO'^ newtons [N]. 



perdas 

1. Dieletricos 



Nota: a carga do eletron e de 1,6 x 10 [C 



B. Campo eletrico, campo magnetico e forga de 
Lorentz 



A qualquer regiao onde uma carga eletrica q experi- 
menta uma forga eletrica associa-se o conceito de campo 
eletrico, que e usualmente uma fungao vetorial do espago 
e do tempo. A forga e devida presenga de outras cargas 
na regiao. A intensidade do campo eletrico num dado 
ponto e igual forga por unidade de carga colocada nesse 
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^ As unidades sao representadas entre colchetes, "[ ]" 
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ponto, isto e: 



q 



(1) 



Analogamente, um corpo magnetizado produz um 
campo magnetico ao seu redor. Quando colocamos uma 
carga eletrica em repouso em um campo magnetico, nen- 
huma forga e observada sobre a carga. Mas quando 
esta se movimenta em uma regiao onde ha um campo 
magnetico, uma nova forga e observada sobre a mesma, 
dada por: 



F = q[v X fioH 



(2) 



^0 e uma constante dimensional chamada de permeabil- 
idade do vacuo (a ser discutida adiante), e H e a inten- 
sidade do campo magnetico. Definiremos a densidade do 
Euxo magnetico no espago livre como: 



B* 



(3) 



Note que a intensidade do campo (ou densidade do 
fluxo) magnetico e tambem uma fungao vetorial que de- 
pende das coordenadas de posigao e tambem pode variar 
no tempo. 

A forga de Lorentz e a soma vetorial das duas forgas 
estabelecidas em (1) e (2), isto e: 



F = q{E + vx fioH). 



(4) 



A lei de Lorentz expressa o efeito do campo eletro- 
magnetico numa carga em movimento. 



C. Unidades 

A lei de Lorentz define as unidades de i? e de fioH, con- 
siderando a seguinte definigao para a unidade derivada 
volt [V]: 



[kg][r 



[C][s 
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Das Eqs. 1 e 5, temos: 



[TV] ^ [kg][m]/[sl 
^ ^ [C] [C] 



(5) 



E da Eq. 2, 3 e 5, temos: 
[N] 



[kg] [V][s] 



[C][m]/[s] [C][s 



(7) 

onde [T] e a unidade derivada Tesla. Neste ponto, note 
que nao podemos afirmar qual a unidade de H e de 



TABLE I: Conversao entre unidades SI e Gaussiano (CGS) 
para o campo magnetico. 



tipo 


campo 


CGS SI 


fluxo 

intensidade 


B 
H 


[G] lO--* [T] 
[Oe] ^ [A]/[m] 



separadamente. Veremos posteriormente [c.f. Eq. [55] 
que a unidade derivada de H c [H] = [A]/[m], onde a 
unidade derivada Ampere para a corrente eletrica e dada 
por: [A] — [C]/[s]. Com esta informagao, e dada a Eq. 
7, podemos deduzir que: 



[Mo] 



[T] 



[W] [h] 



[A]/[m\ [A][m\ [m] 



(8) 



onde [h] e a unidade derivada Henry, e [W], a unidade 
derivada Weher. O valor numerico de fj,o e de fio = Att x 
10-7 [h]/[m]. 

Unidades equivalentes no sistema gaussiano (ou CGS) 
sao: para a densidade do fluxo magnetico, [G] — Gauss; e 
para a intensidade do campo magnetico, [Oe] — Oersted. 
Na Tab. I apresentamos a conversao entre estas unidades. 

Observagao: Alcm da conversao entre unidades, e 
possivel converter fluxo cm intensidade e vice-versa. 

Exercicio 1: Seja o valor da intensidade do campo 
magnetico num ponto dado por H = 1900 [Oe]. Qual o 
valor da densidade de fluxo magnetico B correspondente, 
em unidade [T]? 

Solugao: Primeiro, devemos converter [Oe] [A]/[m]. 

10^ 

H = 1900[Oe] = 1900 x — [A]/[m]. 

47r 

E entao converter para fluxo: 

\T] 



B[T] = Mo 



[A]/[m] 



H[A]/[r. 



B[T] =4nx IQ-'^ 



[T] 



10^ 

. , X 1900 X —[A]/[m] 
[A]/[m\ An ^ " ^ ' 



^ B = 0,19[T] 

Note, portanto, que para passar de intensidade em [Oe 
para fluxo em [T] basta multiplicar por 10~*. 



D. Densidade e corrente de carga; distribuigSes 
singulares de carga e de corrente 

Distribuigdes contmuas de carga podem ser descritas 
utilizando-se o conceito de densidade de carga, p, que 



3 



e uma fungao escalar que pode depender da posigao e 
do tempo. Seja um volume pequeno comparado as 
dimensoes do sistema, entao: 



carga em /S.V 



(9) 



Distribuigoes singulares de carga (ie, conceitos limites 
de superfi'cie, linha e ponto) sao definidas em termos de 
integrals: A carga pontual q e definida como: 

q= lim / pdY. (10) 

A densidade linear de carga Xi e definida como: 



A; = lim / pdA. 



(11) 



E a densidade superRcial de carga as e definida como: 



lim 

p — ^QO,h — >0 



pdA, 



(12) 



onde ft, e a espessura de um elemento de volume de carga. 
Nestas equagoes, os escalares dV, dA e dA sao, respecti- 
vamente, elemento de volume, elemento de area e elemen- 
to de linha (com eixo de coordenadas paralelo ao vetor 
unitario n, que tem diregao perpendicular a superffcie 
carregada) . 

A densidade de corrente J e definida por: 



J = pv, 



(13) 



onde V e a velocidade da carga. Portanto J mede a taxa 
de transporte de um elemento de carga por unidade de 
area: J = dq/{dAdt), onde o vetor dA tem modulo igual 
ao elemento de area dA e diregao normal a superfi'cie: 
dA = d(An) = ndA. 

As distribuigoes singulares de corrente sao a corrente 
linear lea densidade superGcial de corrente K, definidas 
a seguir: 



onde V e a voltagem (ver comentario apos a Eq. I35p e /, 
a corrente linear. A unidade de i? e [Ohm], definida como 
a resistencia entre dois pontos de um condutor atraves do 
qual uma corrente de 1 Ampere flui como resultado de 
uma diferenga de potencial de 1 Volt aplicado entre os 
dois pontos. 

A resistividade e definida como: 



PR 



RA 



(17) 



onde A e a area e A o comprimento do material, tendo 
portanto unidades de [Ohm] [m] . 
A condutividade e definida como: 



a = 



1 

PR 



(18) 



tendo portanto unidades de [Ohni^^] [ni^^] ou 
[Siemens] [m~^]. 
A forma pontual da Lei de Ohm e dada por: 



J = aE. 



(19) 



A forga diferencial exercida por um campo eletrico 
para mover uma carga diferencial pdV e dada por dF — 
EpdV, sendo o trabalho incremental dW — dF ■ dA = 
pdVE • dA. O incremento da potencia dissipada e por- 
tanto: 



dP 



dW - dA 

= — = pdVE ■ — = pdVE ■ V 
dt dt 



dA 



dt ^ dt 
Dada a Eq. [T31 notamos que: 

dP = E- JdV. 

Integrando, obtemos a Lei de Joule: 

P= E - JdV = / crE^dV. 
Jv Jv 



(20) 



(21) 



(22) 



^ lim / J-dA; (14) 



+ — 

i? = _ lim / ' JdA. (15) 



E. Resistividade, Condutividade, Forma Pontual 
da Lei de Ohm, Lei de Joule 

Na teoria de circuitos eletricos, a resitencia e dada por 
(Lei de Ohm): 

V 

R=j, (16) 



II. LEIS DE MAXWELL NO ESPAQO LIVRE 

Em oposigao a lei de Lorentz, que descreve o movi- 
mento de cargas a partir do campo eletromagnetico, 
nesta segao estaremos interessados nos efeitos da exis- 
tencia de cargas e de seu movimento (ie, as "fontes" ) so- 
bre o campo eletromagnetico. Isto e, como as fontes do 
campo eletromagnetico, expressas em termos de cargas 
eletricas e densidades de corrente, dao origem ao campo 
eletrico e magnetico. Estes efeitos sao descritos pelas Leis 
de Maxwell, que podem ser formuladas em equagoes inte- 
grals ou diferenciais. As leis integrals podem ser usadas 
para determinar os campos em configuragoes simetricas 
de carga, mas para problemas mais gerais ou realfsticos, 
e necessario o uso das leis diferencias, aplicaveis a cada 
ponto do espago. 
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A. Leis Integrals de Maxwell no espago livre 



Ficando assim demonstrada a lei de Couloumb. 



A lei de Gauss [Eq. \23l descreve como a intensi- 
dade do campo eletrico se relaciona com sua fonte, 
a densidade de carga. 



A lei integral de Ampere [Eq. \29l descreve como a 
intensidade do campo magnetico se relaciona com 
sua fonte, a densidade de corrente. 



eoE ■ dA 



pdV 



(23) 



A permissividade do espaqo livre cq e una constante 
empirica. Verifiquemos sua unidade. Primeiro, note que 
a unidade resultante do lado direito da Eq. [221 e [C] , a 
carga eletrica dentro do volume V, cuja area (fechada) 
superficial e A. No lado esquerdo, temos na integral um 
produto escalar entre dois vetores: a densidade do Huxo 
de deslocamento eletrico com no espago livre, definido 
por: 



D* = eoE, 



(24) 



e o elemento de area, dA. A unidade deste e [m]^, e a 
do fluxo eletrico devera ser, por questoes dimensionais, 
[D*] = [C]/[m]^. Porem, sabemos que a dimensao de i? e 
[V]/[ni], logo a de eq so pode ser [C]/([V] [m]), ou, usando 
a unidade derivada Farad [F], [cq] = [F]/[m]. O valor 
numerico de eo e 8.854 x 10~^^ [F]/[m], ou, para facilitar 
OS calculos, 10^9/367r [F]/[m] . 

Exercicio 2: Derive a Lei de Coulomb (lei do inverso 
do quadrado da distancia para duas cargas eletricas em 
repouso, qi e q2, situadas a uma distancia di2 — rf 12 
entre si, onde fi2 e um vetor unitario), 

'7192 



Fv 



7^12, 



(25) 

e da lei da forga 



a partir da lei integral de Gauss [Eq, 
de Lorentz [Eq. |4] . 

Solugao: Seja uma carga qi na origem do sistema de 
coordenadas. Dada a simetria esferica da distribuigao de 
carga, o campo eletrico devera depender da coordenada 
radial r e independer das coordenadas angulares 9 e (p. 
Avaliemos entao, a integral de superffcie para um raio 
arbitrario: 



H-dl 



J-dA 



(29) 



onde a superffcie aberta A e cercada pelo contorno de 
linha C, e dZ e o elemento de linha do contorno C. E 
denominada de corrente de deslocamento o termo U)E- 
dA. 

Observagao: Note que na lei de Ampere, o campo 
H aparece sem ser multiplicado pela permeabilidade do 
vacuo, /iQ. Assim, fica evidente pela lei de Ampere que 
[H] ~ [C]/([m][s])=[A]/[m], como j a mencionado anteri- 
ormente. 

Exercicio 3: Derive a lei de conservagao da carga (ou 
de continuidade) , 



J-dA = - 



dt 



pdV, 



(30) 



a partir da lei integral de Gauss [Eq. [23], e da lei de 
Ampere [Eq. [29] . 

Solugao: Apliquemos a lei de Ampere para uma su- 
perffcie fechada. Isto significa que o contorno vai se 
"fechando" ate tender a zero (numa analogia onde a su- 
perffcie pode ser vista como uma bolsa de pano onde o 
contorno e uma cordinha que a fecha). Assim, a integral 
de contorno vai a zero e as integrals de superffcie abertas 
viram integrals de superffcie fechadas: 



(31) 



J-dA+ — (p eoE ■dA = 0. 



Mas, pela [Eq. [23], a integral do segundo termo da eq. 
acima e dada pela integral volumetrica da carga, o que 
entao demonstra a lei de continuidade. 



eo-dA= / / eoEr{rsined(j)) {rdO) = eoEAnr^ . 

A Jo Uo J 

(26) 

Como toda a carga esta concentrada na origem, a integral 
volumetrica [Eq. [23] fornece simplesmente a carga qi. 
Assim, 

91 . 



£oEr4:Trr = qi ^ E = 



(27) 



De acordo com a Eq. [4] no local onde esta q2, o campo 
E gerado pela carga qi impoe uma forga em q2 dada por: 

91 



F q2E = q2 



(28) 



Observagao: As leis de Gauss [Eq. [23] e Ampere [Eq. 
[^ relacionam os campos as fontes, e estas estao rela- 
cionadas pela lei de conservagao da carga [Eq. [3D]. As 
proximas duas leis lidam apenas com campos. 



A lei integral de Faraday [Eq. estabelece que 
a circulagao de E no contorno C e determinada 
pela taxa de mudanga temporal do Ruxo magnetico 
atraves da superficie limitada pelo contorno. 



E-dl^-— / fioH-dA 
dt 



(32) 
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Exercicio 4: Discuta o significado de uma regiao onde a 
intensidade do campo eletrico nao apresenta circulagao. 
Que formas para o contorno C devem ser escolhidas para 
que a lei de Faraday seja valida neste caso? Exemplifique. 

Solugao: Pela lei de Faraday [Eq. [32] , uma regiao onde 
a intensidade do campo eletrico nao apresenta circulagao, 
isto e, 



podem ser deduzidas diretamente das Eqs. de Maxwell. 
Aqui iremos apenas listar estas condigoes. 



A componente normal da densidade do Buxo de 
deslocamento eletrico e descontmua (sofre um 
"salto") na presenga de cargas na superficie que 
separa duas regides (a, (3) do campo [Eq. [37^. 



significa que 



d_ 

dt 



E-dl^O 



HqH • d^ = 0, 



(33) 



(34) 



ou seja, a taxa de mudanga do fluxo magnetico com o 
tempo e desprezivel. Esta condigao prevalece em sistemas 
quase-eletrostaticos. 

O mais interessante nesta situagao e o fato de que, 
seja qual for o contorno usado ao longo da integragao do 
campo E sem circulagao, a Eq. 1331 sempre da zero. Isto 
significa que a integral de caminho (do campo E sem cir- 
culagao) entre entre dois pontos arbitrarios independende 
do caminho escolhido. Chamamos de forga eletromotriz 
a integral entre dois pontos a e b como sendo: 



E-dl. 



(35) 



Assim, para uma regiao onde a intensidade do campo 
eletrico nao apresenta circulagao, a forga eletromotriz in- 
depende do caminho escolhido. Neste caso, a forga eletro- 
motriz e chamada de voltagem entre dois pontos. 

Um exemplo de uma regiao onde a intensidade do 
campo eletrico nao apresenta circulagao e aquela entre 
duas placas paralelas com densidade de carga uniforme 
gerando um campo eletrico estatico entre as mesmas. 



cr.,. 



(37) 



A componente tangencial da intensidade magnetica 
e descontmua (sofre um "salto") na presenga de 
uma corrente superRcial que separa duas regides (a, 
P) do campo [Eq. 



n X 



(Ha 



-HrA= K. 



(38) 



A componente tangencial da intensidade do campo 
eletrico e contmua na presenga de uma densidade 
superficial de cargas que separa duas regides (a, (3) 
do campo [Eq. [39f. 



Er. 



En = 0. 



(39) 



A componente normal do fluxo magnetico e 
contmua entre duas regides (a, P) do campo [Eq. 



A lei integral de Gauss para o Ruxo magnetico 
[Eq. I36f estabelece que o fluxo magnetico resul- 
tante de qualquer regiao delimitada por uma su- 
perffcie fechada e zero. 

<l)HoH-dA = 0. (36) 

B. Condigoes de continuidade 



fi ■ [^loHa - f^oH(}) - 0. (40) 



A componente normal da densidade de corrente e 
descontinua entre duas regides (a, P) do campo so- 
mente se a densidade superficial de cargas mudar 
com o tempo [Eq. I4if. 



n-[ja~Jp)=-^. (41) 



O que ocorre, por exemplo, com a intensidade do 
campo magnetico entre dois lados de uma superficie car- 
regada? Para lidarmos com singularidades de superficie 
e necessario a imposigao de condigoes de contorno. Estas 



Exercicio 5: Deduza todas as equagoes de continuidade 
desta segao. 
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C. Leis Diferenciais de Maxwell no espago livre 

Utilizaremos dois teoremas liteis para passarmos das 
leis integrals para as leis diferenciais de Maxwell. 



O teorema integral de Gauss estabelece a corres- 
pondencia entre a integral de uma area fechada ar- 
bitraria de um campo e a integral volumetrica (limi- 
tada por esta area) do divergente do mesmo campo 
[Eg. m. 



Exercicio 6: Deduza as leis diferenciais de Maxwell e 
a lei diferencial de continuidade de carga a partir das 
correspondentes leis integrals, utilizando os teoremas de 
Gauss e de Stokes. 



F-dA^ / V-FdV. 

A Jv 



(42) 



III. LEIS DE MAXWELL EM MEIOS 
MATERIAIS 



O teorema integral de Stokes estabelece a corres- 
pondencia entre a integral de um contorno fechado 
arbitrario de um campo e a integral de superficie (li- 
mitada por este contorno ) do rotacional do mesmo 
campo [Eg. \43^. 



F-dl^ / V X F • dA. 

C J A 



(43) 



Apresentaremos, sem demonstragao, as leis diferenciais 
de Maxwell, que sao obtidas diretamente dos teoremas 
das Eqs. [42]e|4l 

A lei de Gauss: 



V • eoE = p 
ou 

V-D* = p. 



(44) 



A lei de Ampere: 



V X = J 
ou 



V X H 
A lei de Faraday: 

V X F 



J 



depE 
dt 

dD* 



dt 



(45) 



dt 



V X E = 



OB* 



dt 



(46) 



A lei de Gauss para o campo magnetico: 
V • iiqH = 



V • B* 



0. 



(47) 



Por fim, a equagao de continuidade (ou conservagao de 
carga), em forma diferencial: 



A. Polarizagao 

Definamos a densidade de carga total como constitui'da 
de duas componentes. 



Plv 



~l~ Ppari 



(49) 



onde o primeiro termo se refere a cargas que podem se 
mover livremente de um sftio atomico a outro, como 
num condutor; e o segundo termo se refere a cargas em- 
parelhadas, como num material composto por atomos, 
moleculas ou grupos de moleculas (domi'nios), no qual a 
presenga de um campo eletrico induz momentos de dipolo 
eletricos, definidos por: 



P = qd, 



(50) 



onde d e a distancia entre um par de cargas opostas em- 
parelhadas. 

A densidade de polarizagao e definida por: 



P EE Nqd, 



(51) 



onde N eo niimero de parti'culas polarizadas por unidade 
de volume. Pode-se demonstrar que: 



Ppar 



-V • p. 



(52) 



Exercicio 7: Deduza a Eq. [52l 

Solugao: Seja um meio contendo cargas emparelhadas. 
Por definigao, a carga total efetiva deste meio, num vo- 
lume arbitrario V e dada por: 



^par — / Ppard\^. 

iv 



(53) 



Uma segunda maneira de calcular isto e considerando um 
elemento de area da superficie desta regiao. Na vizin- 
hanga deste elemento de area, todos os centros de carga 
positiva estao para fora da superficie do elemento de vo- 
lume dV — d ■ dA, com os centros de carga negativa para 
a parte de dentro da superficie. Estes contribuem com 
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uma carga efetiva negativa para V. Existem Nd ■ dA 
destes centres em d^, logo a carga efetiva em V e dada 
pela integral: 



qNd- dA = - f P-dA. (54) 



Igualando a eq. acima com a anterior, e usando o teorema 
de Gauss [Eq. 22], temos que: 

[ PpardV = - (f P-dA = - [ V - PdV. (55) 

Jv J A Jv 

Dada a arbitrariedade do volume de integragao, os inte- 
grandos da eq. acima sao portanto identicos, o que prova 
a Eq. m 



Definamos a densidade do Ruxo de deslocamento 
eletrico em meios materials como: 



D = eoE + P = D* + P. 



(56) 



Tomando o divergente da equagao acima, e levando em 
conta as Eqs. [44]e[52l temos: 



V -D = V -eoE + y -P 

P ^ Ppar 
— Plivre 



(57) 



A condigao de continuidade da componente normal do 
campo D e dada por: 



livre 



(58) 



Se o meio material for eletricamente linear e Isotropico, 
entao ha uma relagao linear entre P e E: 

P = eoXeE, (59) 

onde Xe e a susceptlbilidade dieletrlca, donde escrevemos: 

D = eE, (60) 

com a permisslvidade do material definida como: 

e = eo(l + Xe). (61) 



Assim, em completa analogia com a segao anterior, 
temos: 

A densidade de magnetizagao: 



M = Nm. 
A densidade de carga magnetica: 

Pin = -V • poM. 



(63) 



(64) 



A lei de Gauss para a campo magnetico em. meios ma- 
terials: 

ou 



onde 



y-B* = -V-paM 
ou 

V-B = 0, 



B = poH + poM = B* + pqM 



(65) 



(66) 



e a densidade de Ruxo magnetico em meios materials. 
A lei de Faraday em meios materials e escrita como: 



V X E 



dB 
~dt' 



E a lei de Ampere em meios materials, 

dD 



V X H = J 



dt 



(67) 



(68) 



Analogamente, a condigao de continuidade da compo- 
nente normal do campo B e dada por: 



h-[B^- Bpj = 0. (69) 
No caso de meios linearmente magnetlzados: 

M = XmH, (70) 

onde Xm e a susceptibllldade magnetica. Assim, podemos 
definir neste caso: 



B = pH, 



com 



P = Mo(l +Xm), 

onde pea permeabilidade do material. 



(71) 
(72) 



B. Magnetizagao 

As fontes do campo magnetico em meios materials sao 
dipolos magneticos (mais ou menos alinhados) de eletrons 
individuals ou correntes causadas por eletrons "circu- 
lantes" . Faremos a seguinte identificagao do momenta de 
dlpolo magnetico rn com o momento de dipolo eletrico 
deflnido na segao anterior: 



IV. MISCELANEA 
A. Teoremas uteis de campos vetoriais 

1. Teorema de Helmholtz 

Dados o divergente e o rotacional de um campo vetorial 
F(r), 



P ^ Pom. 



(62) 



V • F{r) = D{r), 



(73) 
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V X F(f) = C(f), 



(74) 



podemos determina-lo univocamente? 

A resposta e sim {Teorema de Helmholtz), desde que, 
para r — *■ oo: (i) -D(r) e C(r) ambos forem a zero mais 
rapidamente do que l/r^, e (i) F{f) for a zero. Neste 
caso: 





f W')^ 




ly, r — r ' 


(± 


f C{r') 


I 47r 


Jy, r-r' 



(75) 



2. Campos Solenoidais e Irrotacionais 

Campos solenoidais sao aqueles sem divergente: 

V • F = 0; (76) 

6 campos irrotacionais sao aqueles sem rotacional: 

VxF^O. (77) 

Teorema para Campos Solenoidais: As condigoes a 
seguir sao equivalentes: 

1. W ■ F — em todo o espago. 

2. Jj^F ■ dA independe da superfi'cie. 

3. §ji^F ■ dA — para qualquer superfi'cie fechada. 

4. F = V X W, onde W e dito potencial vetorial do 
campo F. O campo W nao e linico, pois tomando- 
seW ' # + V$(r), temos que V X # = V X Vl^ 
uma vez que V x V$(r) = 0. 

Teorema para Campos Irrotacionais: As condigoes a 
seguir sao equivalentes: 

1. V X F = em todo o espago. 

2. F ■ dl independe do caminho. 

3. f^F-dl = para qualquer contorno fechado. 

4. F — — V$(r), onde <i>(r) e dito potencial escalar 
do campo F. O campo $(r) nao e unico, pois 
tomando-se $(r)' "I>(r) + b, onde b e uma con- 
stante, temos que V$(r) = V<I'(r)', uma vez que 
V6 = 0. 



ff(r, ^o)^ e v{f,to), onde estamos considerando uma 
regiao com particulas de massa m, velocidade w e carga 
q no vacuo. Segue que, pela lei de Gauss [Eq. 21], a 
distribuigao de densidade de carga fica determinada para 
este tempo: 



(78) 



Tambem segue que a densidade de corrente tambem (c.f. 
Eq. [131): 



J(r,<o) = p{r,to)v{r,to). 



(79) 



As leis de Faraday [Eq. 05] e de Ampere [Eq. US] podem 
ser re-escritas como: 



^|(,,,---(VxF(f,to)); (80) 



dE 1 



Isto significa que ^ e ^ tambem ficam determinados 
em t = tn. ^|.^^ , tambem fica determinado de acordo 

^' dt I (r,to) 

com a lei de Lorentz [Eq. [4]. Para um instante scguinte, 
t = to + At, OS campos evoluem de acordo com: 



F(f,t)=F(f,to) + At^|(,,^^, 
onde F simboliza qualquer um dos F, H ou v. 



(82) 



C. Quasi-eletrostatica e quasi- magnetostatica 

Se desprezarmos a corrente de deslocamento lei de 
Ampere, ^ - [c.f. Eq. US] (^ quasi- 
magnetostatica) , ou a indugao magnetica da lei de Fara- 
day, - [c.f. Eq. HI] (:^ quasi-eJetrostatica), 
quaisquer efeitos de onda eletromagnetica tambem sao 
desprezi'veis, visto que a onda e originaria de um acopla- 
mento entre aqueles dois termos. 

Em casos quasi-estaticos, dadas as fontes em um deter- 
minado instante de tempo, os campos no mesmo instante 
de tempo sao determinados sem relagao com o estado das 
fontes num instante anterior. Figurativamente, um re- 
trato da distribuigao das fontes determina a distribuigao 
dos campos no mesmo instante de tempo. 



B. Evolugao temporal dos campos 



Suponha que num determinado instante, t = to, sao 
fornecidos os campos para todo o espago: E{r,tQ), 



^ Note que, de acordo com a lei de Gauss para o campo magnetico 
[c.f. Eq. I47j . H precisa ser solenoidal e assim permanecera du- 
rante toda a evolugao. 
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D. As Equagoes de Poisson e de Laplace 

1. A Equagao de Poisson Escalar 

Se V X i? = (regime quasi-eletrostatico, [c.f. Eq. 
HH]), temos que E pode ser escrito como (c.f. "teorema 
para campos irrotacionais" ) : 

E = -V$. (83) 

Tomando o divergente da eq. anterior e dada a lei de 
Gauss [c.f. Eq. [44], temos que: 

V^$ = - — , (84) 
eo 

chamada Eq. de Poisson escalar. Em problemas onde a 
distribuigao de cargas e dada, a avaliagao de um campo 
quasi-estatico e equivalente portanto a avaliagao de uma 
sucessao de campos estaticos. 

Devido a linearidade da eq. de Poisson, a mesma obe- 
dece ao principio da superposigao, isto e, dadas, por ex- 
emplo, Pa e pb, temos que: p^ + pb ^ + 

Um volume elementar de carga na posigao f ' da 
origem a um potencial na posigao f, cuja solugao da Eq. 
IMl (com condigoes de contorno apropriadas) e dada por: 

Jv 47reo \ r-r ' \ 

2. A Equagao de Poisson Vetorial 

Dada a lei de Gauss para o campo magnetico [c.f. Eq. 
WJ\ . V • pqH = 0, temos que (c.f. "teorema para campos 
solenoidais" ) : 

PoH = V X A (86) 

Por conveniencia, escolhamos o calibre de Coulomb: 

V-1=0. (87) 

Assim, a lei de Ampere [c.f. Eq. US] para o regime quasi- 
magnetostatico fica: 

V X (V X 1) = pqJ. (88) 

Usando as Eqs. I157l el571 temos a eq. de Poisson vetorial: 

V^A^-paJ. (89) 

Na verdade, sao tres equagoes de Poisson escalares, uma 
para cada componente de A. A solugao da equagao de 
Poisson vetorial (com condigoes de contorno apropriadas) 
e dada por (tambem obedecendo ao principio da super- 
posigao) : 

m - f / pK^dy. (90) 

47r Jy, I r - r ' I 

Observagao: Se tormarmos o divergente da lei de 
Ampere para campos quasi-magnetostaticos, notamos 
que V • (V X Jf) = = V • J [c.f. Eq. [Hi], portanto as 
distribuigoes de corrente neste caso sao solenoidais. 



3. A Equagao de Laplace 

E simplesmente dada quando p = (nao em todo 
espago, pois neste caso teriamos simplesmente V = em 
todo espago; no caso em questao estamos interessados 
em p = numa dada regiao, havendo cargas em outras 
regioes) : 

= 0. (91) 

Solugoes da Eq. de Laplace sao ditas "fungoes 
harmonicas" . Possuem as seguintes propriedades (aqui 
citadas para o caso 3D, com comportamento analogo para 
2D, ID): 

• O valor de $ num ponto P e dado pelo valor medio 
de $ numa superffcie esferica de raio R centrada 
em P. 

• $ nao pode ter maximos ou mfnimos; valores ex- 
tremos de $ ocorrem nos contornos da regiao. 

Primeiro teorema da unicidade: A solugao da Eq. [91] 
em uma dada regiao e unicamente determinada se $ e 
uma fungao com valores especificados em todos os con- 
tornos da regiao. 



Exercicio 8: Demonstre o teorema anterior. 

Solugao: Imagine uma regiao vazia cercada por uma 
superffcie fechada. Imagine que existam duas solugoes 
diferentes para o potencial, $i e $2j porem ambas pos- 
suindo OS mesmos valores na superffcie, $1(5) = ^2(8). 
Tome $3 = $1 - $2. Note que: V^<I>3 = V^$i - V^$2 = 
0, pois V^<i>i = = V^$2 (sao solugoes da Eq. de 
Laplace). Consequentemente, $3 tambem obedece a 
Eq. de Laplace, e mais, tem o valor zero na superffcie: 
$3(5-) = 0, pois $3(5) = $i(S') - $2(5') = 0. Mas como 
nao e permitido maximos e mfnimos, exceto na superffcie, 
e na mesma o valor de $3 e zero, segue que $3 = em 
toda parte, e portanto $1 = $2. 



Corolario: O potencial numa dada regiao e univo- 
camente determinado se: (a) a densidade de carga na 
regiao, e (b) o valor de $ em todos os contornos, sao 
especificados. (A prova segue de maneira inteiramente 
analoga ao exercfcio anterior). 

Observagao: Quando a distribuigao de cargas e 
fornecida em todo o espago, a integral de superposigao 
[c.f. Eq. [85] pode ser usada para determinar o poten- 
cial que satisfaga a Eq. de Poisson [Eq. [M]. No en- 
tanto, ha casos onde a regiao de interesse e limitada por 
superficies onde o potencial precisa satisfazer condigoes 
de contorno especificadas (equipotenciais). Os teoremas 
de unicidade podem ser usados para se obter a solugao 
para o potencial, pois garantem que somente um poten- 
cial para as dadas condigoes de contorno especificadas 
pode existir. Tecnicas como o "metodo das imagens" po- 
dem ser usadas para este fim. Essencialmente, consiste 
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em substituir o problema por outro inteiramente difer- 
ente, onde se tenta descobrir que distribuigao de cargas, 
externas a regiao de interesse, faz com que o potencial 
resultante gere a mesmas condigoes de contorno do prob- 
lema original. Pelo teorema da unicidade, o potencial 
equivalente assim encontrado tern que ser igual ao do 
problema original. Um segundo metodo para resolver as 
Eqs. de Laplace e Poisson, mais direto, e o da "separagao 
de variaveis" . E aplicavel quando o potencial $ (ou sua 
derivada normal a superffcie d^/dn) e especificado nos 
limites de uma dada regiao, e deseja-se encontrar o po- 
tencial no interior desta regiao. 



Onde f{z) e g{z) sao fungoes quaisquer da coordenada 
z. Note que ambos campos sao solenoidais, de acordo 
com a lei de Gauss (pois ^ = 0; ^ = 0; ^ = 0, 
etc). Assim, nao ha cargas envolvidas, nem densidades 
de corrente. Note tambem que, pela lei de Faraday [c.f. 

m]: 



dEy dEr 



dx 



dy 
dy 

^ = 



dt 



(94) 



E. Propriedade dos Condutores 

• E = no interior de um condutor. Isto e, o campo 
Eind gerado pelas cargas induzidas por um campo 
externo Eq tende a cancela-lo no interior do condu- 
tor. 

• p = no interior de um condutor [via item anterior 
e lei de Gauss, Eq. Hi] . 

• Quaisquer cargas excedentes residem na superficie 
do condutor. 

• <i> = constante, no condutor todo; a superffcie de 
um condutor e sempre um equipotencial. Sejam a 
e b pontos quaisquer do condutor (no interior ou 
na superffcie do mesmo). Temos que $(6) — $(a) = 
-JI^E- df= ^ $(a) = $(6). 

• E e perperdicular a superffcie do condutor, imedi- 
atamente do lado de fora do mesmo. 

Segundo teorema da unicidade: Numa regiao contendo 
condutores e preenchida por uma densidade de carga es- 
pecificada, o campo eletrico e univocamente determinado 
se a carga total em cada condutor e dada. 



V. ONDAS ELETROMAGNETICAS 

A. No vacuo 

Gampos eletromagneticos podem existir em regioes 
muito distantes de suas fontes porque podem se propagar 
como ondas eletromagneticas, originarias do acoplamento 
entre H e E. Examinemos este acoplamento availando 
se as eqs. de Maxwell admitem como solugao particular 
E e H perpendiculares entre si, i.e., com componentes 
dadas por: 



E^ 



fiz),Ey = 0,Ez 



0; 



H^^O,Hy^g{z),Hz 



dE, dE„ 



dy 



dz 



dt 



= 0, 



dE^ dE^ 



dx 



dz 
dE, 

dz 



dt 

dt ■ 



Analogamente, pela lei de Ampere [c.f. 



dH, dH, 



dx 



dy 

dHy 

dx 



dH, dHy 



dy 



dz 

dHy 

dz 



dH, dH, 



dx 



dz 



dt 


0, 

depE^ 

dt 
depE^ 

dt 

depEy 
dt 



0. 



Tomando (Eq. [96]), temos: 



d^E, _ d^i^pHy 
dz^ dzdt 

E tomando ^ (Eq. [55]), temos: 

d^Hy d^epE, 



dtdz 



df^ 



(95) 



(96) 



(97) 



(98) 



(99) 



(100) 



(101) 



Multiplicando a Eq. IIOII por fip e inserindo na Eq. llOOi 



(92) e notando que 



(93) 



Hi, 



d'E^ 



temos: 
1 d^E^ 



dt"^ eo/io dz 



,2 ' 



(102) 
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que e uma equagao de onda movendo-se na diregao z com 
a velocidade da luz: 



1 



3 X 10^ [m]/[s]. 



(103) 



Num procedimento semelhante, encontramos tambem: 



d^Hy _ 1 d^Hy 



(104) 



Qual a relagao entre as amplitudes e Hyl Note que 
podemos utilizar para as fungoes f{z) e g{z) formas sinu- 
soidais, pois qualquer onda pode ser expressa como uma 
combinagao linear de ondas sinusoidais, sendo esta com- 
binagao tambem uma solugao para a equagao de onda. 
Logo podemos confinar nossa atengao para ondas sinu- 
soidais de frequencia uj e numero de onda k. Assim, 



E{z,t)^E,e 



(kz—Lut) 



X, 



fJ-o 



(105) 



(106) 



Mas a lei de Faraday [c.f. Eqs. [46] e [96] aplicada aos 
campos acima impoe que: 

kE^ = ufioHy => fioHy = B* = -E^. (107) 



B. Equagao Geral de Onda: Eq. de Helmholtz 

Vimos na segao anterior como obter a equagao de onda 
eletromagnetica no vacuo, assumindo soluQoes particu- 
lares para E e H. Agora iremos deduzir a expressao 
geral, valida para propagagao de ondas em meios mate- 
rials lineares, isotropicos, homogeneos e invariantes no 
tempo, assumindo tambem que o meio nao possui cargas 
livres, V • Z3 = [c.f. Eq. [57]. 

Aplicando o rotacional em ambos os lados da lei de 
Faraday [c.f. [35], temos: 



V X (v X E^ = -/^^ (v X 



(108) 



Usando a lei de Ohm [Eq. [19] e inserindo a lei de Ampere 
[c.f. [IS] na equagao anterior, temos: 



V X [V X E 



d ( ^ dE^ 



(109) 



Usando a relagao 11571 e notando que o meio e livre 
de cargas, obtemos finalmente a Equagao de Onda de 
Helmholtz para o campo E: 



V^E = fia 



dE 
'dt 



fie- 



d^E 
W 



(110) 



Uma expressao similar pode ser obtida para o campo H. 
Note que no vacuo, a = 0, donde recuperamos a Eq. 11021 



C. Propagagao, Reflexao e Transmissao em Meios 
Lineares 



Em meios lineares (homogeneos, isotropicos, com e e 
fi independentes da posigao e diregao), a velocidade de 
propagagao das ondas eletromagneticas e dada por: 



e/i n 



(111) 



onde n e o indice de refragao. Suponha que o piano yz 
forma uma fronteira entre dois meios (1 e 2). Uma onda 
plana de frequencia w, viajando na diregao x se aproxima 
da interface pelo lado esquerdo (meio 1): 

E^ix,t) = E^ae'^'''''"^'^ 
liiH'(x,t) ^ —fiiH'e'^''''=-^*'>z, (112) 

gerando uma onda refletida, que viaja de volta no meio 
1, 



E"'{x,t) = -E^e 



R i{kix—ujt) 



y 



iH^{x,t) = -— ^ii7o^e'('=i^~'^*)z, (113) 



e uma transmitida, que atravessa para o lado direito 
(meio 2): 



E'{x,t) = E^e 



j^T i{k2X-Lot) 



y 



1 



1^2 



(114) 



Em a; = 0, OS campos da esquerda conjuntamente de- 
vem se unir aos da direita, de acordo com as condigoes 
de contorno [c.f. segao sobre condigoes de continuidade e 
dedugao para meios lineares]. Como os campos nao pos- 
suem componentes perpendiculares a superfi'cie de inter- 
face, temos que estas condigoes sao apenas para as com- 
ponentes tangenciais [compare com as Eqs. [3n]e[351 como 
referenda] : 



nx i^Ei- E2 

=^ Eq+ E^^ = Eq, 



0^ eI^ eI 



(115) 



fix (Hi- 



K = 0^ hI^ hI 



— ( — £^0 ^0 



III 



fJ.2 \V2 

^1 - E^ = I3Eq , 



-El 



(116) 



com 13 = [fiivi) / {112V2) ■ Como /ii ^ /iq ~ /i2, podemos 
assumir [3 = vi/ V2t o que nos da as solugoes: 



V2 - V\ 
V2 + Vi 



Eq \ Eq - 



2V2 



V2 + Vx 



Ek 



(117) 
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Como a intensidade / e proporcional a amplitude da onda 

1^ 



ao quadrado, pela expressao / — f e-Eq, temos que o co- 



eficiente de reHexao e dado por: 

2 / X 2 



Til + n2 



6 o coeEciente de transmissao: 

It _ (-2^2 f Eq\^ _ n2 f 2ni 



T = — = 



I I €lVl \El 



(118) 



(119) 



Note que i? + r = 1, tal como requerido pela conservagao 
de energia. 



D. Constante de propagagao, atenuagao, constante 
de fase, impedancia 

Consideremos campos harmonicos no tempo, e.g., 



E{x, y, z, t) = Re \Eo{x, y, z)e^('"*+'^) 



Re 



(120) 

com fasor definido por Eg = Eo{x,y, z)e^'^ , onde (j) e o 
deslocamento de fase. Dado que ^ = iuEs e = 
(iu!)'^Es, e que as derivadas espaciais dependem apenas 
de ii^s, a equagao de Helmholtz nos fornece [c.f. I110| : 



W^Es - j^Es = 0, 
com a constante de propagagao definida por 



7 = -y/ zw/i (cr + iuie) — a + if], 



(121) 



(122) 



onde a e dita atenuagao da onda (unidades de 
[Nepers] [m]~^), e /3 e a constante de fase'^ (unidades de 
[rad] [m] ~ ^ ) . Uma expressao similar e obtida para campos 
magneticos. 



(123) 



Considerando uma onda plana polarizada na diregao x e 
se propagando na diregao z, i.e, Es[z) = Ex^s{z)x, pode- 
se mostrar que a solugao geral para Es e dada pela su- 
perposigao linear: 



Es - {E+e-^^ + E^e+^') 



(124) 



E, pela lei de Faraday [c.f. |46], tambem nota-se facil- 
mente que 



V X Es — —iuj^Hs 



Hs - — 



V X 
iiuii 



(125) 



Resolvendo o rotacional acima, obtemos: 



Hs = r^e- 



A impedancia intrmseca do meio c definida como 



(126) 



ILUjJ, 

De acordo com a definicao 11221 obtemos: 



^0 



(127) 



(128) 



Note que, no espago livre, ou vacuo, nao ha cargas e 
a condutividade e nula (cr = 0). Logo, a constante de 
propagagao [Eq. I122| fica: 



7 = \J iuj^ (0 + iwe) — iujy/JIe = a + i(3, 



(129) 



donde a — {o sinal nao atenua ao se propagar) e 
/? = oj^/JIi. Esta condigao vale para qualquer meio sem 
perdas, nao somente o vacuo, mas como tambem para 
um dieletrico perfeito. Note que esta expressao concorda 
com a velocidade de propagagao da onda dada pela Eq. 

um 

-=^ = ^. (130) 



Para o vacuo, vimos que a velocidade de propagagao e a 
velocidade da luz [c.f. Eq. I103j . 

Para um dieletrico perfeito e nao-magnetico (i.e., Hr — 
m/Mo = l)i temos: 

1 1 c , , 

=^^= (131) 



Neste caso, a impedancia intrfnseca e dada por [c.f. Eq. 



lUJfl 



(132) 



+ iuje 

ou seja, um valor real. Reescrevendo a equagao acima 
como: 



I fir 



(133) 



obtemos a impedancia intrfnseca do espago livre: 



47r X 10-7 [H][m]"^ 
(10-V367r) [F][m]-i 



1207r[Ohm], 



(134) 

Por fim, uma pequena observagao quanto a razao das 
amplitudes dos campos, tal como expressa pela Eq. 11271 
Note as seguintes formulas liteis: 



Hs 



Es 



-u X E^ 



-rju X Hs 



Tambem conhecida como numero de onda, k = 2ix/\. 



(135) 

(136) 
(137) 
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onde u e o vetor unitario na diregao de propagagao da 
onda. Note tambem que essas equagoes concordam com 
OS calculos anteriores, onde partimos de solugoes particu- 
lares para os campos no espago livre, uma vez que, facil- 
mente se encontra pela Eq. [134] que 770 = ^qc. O que nos 
leva a concordancia entre as Eqs. 11071 e [T27l 

IJ-oHy = -Ex Hy = — Ex (138) 

E. Propagagao em meios com perdas; tangente de 
perdas 

Verifiquemos as expressoes das quantidades vistas na 
segao anterior para o caso de materiais que apresentam 
perdas (o sinal atenua ao se propagar no meio). 

1. Dieletricos 



que inclui ambas as perdas (condutividade e polarizagao). 
As formulas para a constante de propagagao [c.f. Eq. 
I122j e para a impedancia [c.f. Eq. 1128] continuam 
validas, aplicando-se a —^ ad- Note que ambas quanti- 
dades sao complexas neste caso, e isso implica que a onda 
ira atenuar devido a a > na constante de propagagao, 
e havera uma diferenga de fase entre os campos E e H. 

Determinemos as expressoes para a e P para um 
dieletrico em geral, sem tecer consideragoes ainda sobre 
perdas. Re-arranjando a expressao 11221 temos: 

7^ = -Lj^^e + iivfia = {a + ifif = (a^ - /3^) + i2a(i, 

(143) 

donde, igualando os termos reals e imaginarios, e resol- 
vendo as equagoes resultantes, temos: 




(144) 



Para algumas aproximagoes, dieletricos podem ser 
tratados como dieletricos perfeitos (i.e., sem perdas), 
porem todos os dieletricos apresentam perdas em al- 
gum grau. A natureza das perdas tern origem em dois 
fenomenos (ou uma combinagao destes): 

• Perdas por condutividade Rnita. O campo E gera 
uma corrente de condugao J — aE [c.f. Lei de 
Ohm, Eq. [19]. A presenga de e J gera dissipagao 
de potencia (como calor) por meio da Lei de Joule 
[c.f. Eq. [22]. Esta dissipagao de potencia atenua a 
onda eletromagnetica. 

• Perdas por polarizagao. Associadas a energia 
exigida pelo campo para movimentar dipolos "re- 
lutantes" . Este mecanismo e proporcional a 
frequencia. 



(139) 



Consideremos a permissividade complexa como: 
onde: 

• e': parte real de £c, i.e., e' = e = £^£0- 

• e": parte imaginaria de Ec, que se refere as perdas 
por polarizagao. 

A partir das Leis de Ohm [c.f. Eq. [T^] e de Ampere [c.f. 
Eq. 133] , aplicadas aos fasores do campo eletromagnetico 
harmonico no tempo, obtemos: 



\/ X Hs^ aEs + iuj{e' - ie")Es 



(140) 



ou 



V X Hs ^ [{a + ue") + iuje'] E,, (141) 
onde podemos considerar uma condutividade efetiva, 

CTof = cr + we", (142) 



\ 




(145) 



Ou seja, obtivemos a atenuagao e a constante de fase 
em termos dos parametros constitutivos de um material 
dieletrico em geral. Para incluir efeitos de perda (carac- 
terizados pela condutividade finita ct e a parte imaginaria 
e"), mais uma vez tomamos a — > nas formulas acima. 

Note que para ondas harmonicas no tempo a den- 
sidade corrente de deslocamento da Lei de Ampere 
[c.f. Eq. l45] e dada por (lembrando que e = e'): 
Jdos = de'E/dt = iuje'Es (uma quantidade puramente 
imaginaria), enquanto que a densidade de corrente de 
condugao efetiva [c.f. Eq. [19] e dada por Jet = a^Es 
(uma quantidade real) . De acordo com a Eq. I141[ temos 
etnao: 



V X H, ,1 



cf 



Jdcs Jt(. 



(146) 



A tangente de perdas (tan S) e definida pela razao das 
componentes real e imaginaria de Jtot: 



tan 6 



Re 


Jtot 


(T + LOe" (Tcf 


Imag 


Jtot 


Lue' Lue' 



(147) 



O angulo 6 portanto fornccc, no piano complexo, o angulo 
no qual Jdcs esta adiantada com relagao a Jtot- Note 
tambem que a tangente de perdas varia com a frequencia. 
Alguns casos a se considerar: 

• "Bom" dieletrico (perdas baixas): cr — > 0, logo 
tan (5 ~ e"/e'. Ou ainda, de maneira geral, 
tan (5 << 1, i.e., dof/'^e' << 1- Podemos utilizar 
a aproximagao (1 + a;)" 1 + nx para x = a/toe 
nas Eqs. ll44l e [H51 obtendo formulas mais simples: 
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"Bom" condutor: a » we" (excetuando em 
frequencias suficientemente elevadas), resultando 
na aproximagao tani5 ~ a/ cue'. Trataremos mais 
em detalhes de condutores na proxima segao. 



2. Condutores 

Vimos que para condutores a » cue, o que nos fornece 
as seguintes aproximagoes para a e /3: 

~ (148) 



a = (3: 



\/TrfJia. 



A impedancia intrmseca recebe a seguinte aproximagao: 



a 



(149) 



Notando a identidade -s/z = (1 + i)/\/2, e aplicando a 
formula de Euler [c.f. Eq. I154j . a aproximagao anterior 
pode ser re-escrita como: 



e magneticos de um volume, menos a energia dissipada 
pelo calor, tem que ser igual a potencia que deixa a su- 
perficie fechada que limita este volume. A expressao e 
(assumindo um meio linear, isotropico e invariante no 
tempo): 



(£; X i?) • dA : 



dt. 2 



d_ 

dt 



1 



-fiH^dV. 



(151) 



Trata-se portanto de uma expressao para a lei de con- 
servagao da energia em eletromagnetismo, e pode ser 
obtida a partir das Eqs. de Maxwell. O vetor de Poynt- 
ing instantaneo e dado por: 



P = E X H. 



(152) 



Representa a densidade e a diregao do fluxo de potencia 
e tem unidades de [Watts] [m]~^. 



J45° 



(150) 



O campo magnetico se encontra defasado em relagao 
ao campo eletrico em 45°. Uma consequencia de a 
grande e a redugao drastica na velocidade de propagagao 
V — uj jji K, (2a;)/(/i(T) e no comprimento de onda 
A — 27r//3 w 2^ Tx I {j [la) . Uma grande atenuagao sig- 
nifica que a maior parte da energia da onda incidente 
em um condutor sera refletida, e os campos terao uma 
pequena profundidade de penetragao no material. 



F. Ondas TE, TM e TEM 



Ondas eletromagneticas confinadas em um condutor 
cilindrico oco (guia de onda) nao sao geralmente transver- 
sas, havendo componentes longitudinals. Isto ocorre 
devido as condigoes de contorno no interior da parede 
interna do condutor. Pode-se demonstrar que, para 
uma onda eletromagnetica propagando, por exemplo, na 
diregao x ao longo do condutor, as Eqs. de Maxwell 
conjuntamente com as condigoes de contorno (i?|| = e 

-B^ = 0) geram um par de equagoes desacopladas para as 
componentes longitudinals E^: e B*. Se E^ = 0, as ondas 
eletromagneticas sao ditas TE ( "transverse electric" ) e se 
B* = 0, sao ditas TM ("transverse magnetic"). Se ambas 
condigoes ocorrerem, Ex = e B* — 0, sao ditas ondas 
TEM. Pode-se demonstrar que ondas TEM nao podem 
ocorrer em um guia de onda oco. 



G. Teorema de Poynting 



O Teorema de Poynting afirma que a taxa de 
decrescimo da energia armazenada nos campos eletricos 
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VI. APENDICE 
A. Sumario das Leis de Maxwell 

TABLE II; Leis integrals no vacuo 



Gauss 




Ampere 


fcH-dl^ J^J-dA+ 4,1^3* -dA 


Faraday 


§cE-dl = ~i-J^B* -AA 


Gauss Campo Mag. 


§^B' ■AA = Q 


Cons, carga 





TABLE III: Leis diferenciais no vacuo 





V-73* =p 


Gauss 


Ampere 


V X i? = J + Ml 


Faraday 




Gauss Campo Mag. 


V ■ B* = 


Cons, carga 





Ver as definigoes de B* e D* nas Eqs. [31 [M] 
Em meios materiais, basta fazer as substituigoes abaixo 
usando as Eqs. \^ [511 



D* 
B* 



P 



D 
B 

Plivre 



(153) 



As substituigoes correspondentes para o caso de meios 
lineares e isotropicos devem ser feitas usando as Eqs. [SOI 

elm 



B. Algumas formulas uteis 



e = cost/ + I smf. 
V • (V X F) = 0. 

V X (V$) ^ 0. 
V X (V X F) = V(V • F) - \/^F, 



onde = V • V. 



V • r = 3. 

V X r = 0. 



r ) " 



V • = 47r(5^(f). 



(154) 
(155) 

(156) 
(157) 

(158) 
(159) 

(160) 
(161) 
(162) 



Exercicio 9: Demonstre a Eq. 11621 atraves da Eq. de 
Poisson [Eq. [84] para uma carga pontual. 

Solugao: O potcncial eletrico de uma carga pontual e 
(mostre isso, usando as Eq. [27le[83|): 



$ = 



(163) 



A densidade de carga de uma carga pontual e dada por: 
P — Q^^i^^ o que nos da: 



P_ 

£0 



(164) 
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